Netzwerk- und Flussprobleme

Wie viel passt durch die Leitung?

Georg Mix  Jan Jakob

Universitdt Heidelberg

30. Mai 2021



Motivation - Anwendungsbeispiel

Georg Mix, Jan Jakob (Universitit Heidelberg) Netzwerk- und Flussprobleme 30. Mai 2021 2/36



Motivation - Anwendungsheispiel

Motivation - Energietransport

Offshore Windpark 7 N
Y

/
} )
.8 \/.\ |

\ o /" Hainburg
#300 4
Bremen

P

anaye

> Happurg

X . ttgar
/ e S - N )
. old e 75

Netzwerk- und Flussprobleme 30. Mai 2021 EVED



Motivation - Anwendungsheispiel

Motivation - Energietransport

e
wo/ v

Ecfikfurt
50

.
-
y % 8 Btuttgart
arl he & - -
7 -

Georg Mix, Jan Jakob (Universitit Heidelberg) Netzwerk- und Flussprobleme 30. Mai 2021



Motivation - Anwendungsheispiel

Motivation - Energietransport

Georg Mix, Jan Jakob (Universitit Heidelberg) Netzwerk- und Flussprobleme 30. Mai 2021 5 /36



Motivation - Anwendungsheispiel

Motivation - Energietransport

Georg Mix, Jan Jakob (Universitit Heidelberg) Netzwerk- und Flussprobleme 30. Mai 2021 5 /36



Motivation - Anwendungsheispiel
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Motivation - Energietransport
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Netzwerk und Fluss
Definition - Netzwerk

Definition - Netzwerk

Ein s-t-Netzwerk N ist ein Tupel N = (G, ¢, s, t) bestehend aus:

@ einem gerichteten Graphen G = (V, E, o,w) mit a: E — V Anfangsknoten und
w : E — V Endknoten einer Kante
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Definition - Netzwerk

Definition - Netzwerk

Ein s-t-Netzwerk N ist ein Tupel N = (G, ¢, s, t) bestehend aus:

@ einem gerichteten Graphen G = (V, E, o,w) mit a: E — V Anfangsknoten und
w : E — V Endknoten einer Kante

e c: E— R, einer Kapazitatsfunktion auf den Kanten mit nicht negativen Werten

@ s,t € V, zwei ausgezeichneten Knoten, der Quelle s und der Senke t mit s # t.
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Netzwerk und Fluss
Definition - Fluss

Definition - s-t-Fluss

Ein s-t-Fluss ist eine Funktion f : E — R, die jeder Kante eines Netzwerks N eine reelle Zahl
zuordnet und folgende Bedingungen erfiillt:

Q@ 0<f(e) Vee€ E (Nichtnegativitdt)
Q f(e)<c(e) VecE (Kapazitdtsbeschrankung)
Q fH(v)=Ff(v) VveV\{st} (Erhaltungssatz)

Dabei ist fT(v) = Yecst(v) f(€); 07 (v) ={e€ E:afe) = v,w(e) # v} die Flussmenge, die
aus einem Knoten v € V herausflieBt und f~(v) = > .c5-(,)f(e); 07 (v) ={e€ E:afe) #
v,w(e) = v} die Flussmenge, die hineinflieft.
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Definition - Fluss

Fluss f;
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Netzwerk und Fluss

Definition - Fluss

Fluss f;
b go/se0 © Fluss f,
b 40/500
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Definition - Wert eines s-t-Flusses

Der Wert Wk eines s-t-Flusses f ist definiert als Wy := f*(s)—f~(s). Dies entspricht gerade dem
Gesamtfluss aus der Quelle s heraus. AuBerdem gilt nach der Definition von f: Wr = f=(t)—fT(t)
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Netzwerk und Fluss

Definition - Problem des grolten Flusses

Definition - maximaler s-t-Fluss

Ein Fluss f* heilt maximaler s-t-Fluss, wenn er den maximalen Wert unter allen s-t-Fliissen
besitzt: We+ = max{Ws | f ist s-t-Fluss}
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Definition - Problem des groRten Flusses

Die Aufgabe, zu einem Netzwerk N = (G,c,s,t) mit n = |V| Knoten und m = |E| Kanten
einen maximalen s-t-FluR f* € R™ zu finden, heift Problem des gro3ten Flusses (max flow
problem)
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Definition - Problem des grolten Flusses

Definition - maximaler s-t-Fluss

Ein Fluss f* heilt maximaler s-t-Fluss, wenn er den maximalen Wert unter allen s-t-Fliissen
besitzt: We+ = max{Ws | f ist s-t-Fluss}

Definition - Problem des groRten Flusses

Die Aufgabe, zu einem Netzwerk N = (G,c,s,t) mit n = |V| Knoten und m = |E| Kanten
einen maximalen s-t-FluR f* € R™ zu finden, heift Problem des gro3ten Flusses (max flow
problem)

Existenz - Problem des groBRten Flusses

Existiert zu einem gegebenen Netzwerk N liberhaupt ein maximaler s-t-Fluss, hat das max flow problem
also stets eine maximale Losung?
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Definition - Problem des grolten Flusses

Definition - maximaler s-t-Fluss

Ein Fluss f* heilt maximaler s-t-Fluss, wenn er den maximalen Wert unter allen s-t-Fliissen
besitzt: We+ = max{Ws | f ist s-t-Fluss}

Definition - Problem des groRten Flusses

Die Aufgabe, zu einem Netzwerk N = (G,c,s,t) mit n = |V| Knoten und m = |E| Kanten
einen maximalen s-t-FluR f* € R™ zu finden, heift Problem des gro3ten Flusses (max flow
problem)

Existenz - Problem des groBRten Flusses

Existiert zu einem gegebenen Netzwerk N liberhaupt ein maximaler s-t-Fluss, hat das max flow problem
also stets eine maximale Losung? -> JA, Beweis mittels Stetigkeitsaussagen!
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Anwendungsbeispiel

Was ist eine (mdglichst kleine) obere Schranke des Gesamtflusses?
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen
Netzwerkschnitte

Definition - Schnitt In unserem Beispiel:

Ein Schnitt (S, T) in einem Graphen

G = (V,E,a,w) teilt die Knoten in zwei b e !
Partitionen S, T C V. —" e !
ie. V=SUT,SNT=0und S, T#0 300 50

ot

200

Ein Schnitt (S, T) mitse€ Sund t € T.
—————— @

a C

.
— . S @ e d
Definition - s-t-Schnitt 100 o
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Netzwerkschnitte

Definition - Schnitt In unserem Beispiel:
Ein Schnitt (S, T) in einem Graphen S={s,abc,de}, T={t}
G = (V,E,a,w) teilt die Knoten in zwei b e !

1
Partitionen S, T C V. o— 0 e

ie. V=SUT,SNT=0und S, T#0 300 \
S e $d. ®t
Definition - s-t-Schnitt / V
Ein Schnitt (S, T) mitse€ Sund t € T. * C
a 100

———— @
C

Definition - Kapazitat des Schnittes (S, T) X

c(5,T):= Z c(e)

ee(S,T)
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Definition - Schnitt In unserem Beispiel:
Ein Schnitt (S, T) in einem Graphen S={s,a,b,c,d e}, T=A{t}
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Definition - Kapazitat des Schnittes (S, T) X
(S5, T)i= ) cle) c(S, T) = 200 + 50

ee(S,T)
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Netzwerkschnitte

o Nettofluss iiber die Knoten eines Schnittes: In unserem Beispiel:
FHS) = F(S):=) f(v)—Ff(v) b so/s00
veS °
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Netzwerkschnitte

o Nettofluss iiber die Knoten eines Schnittes: In unserem Beispiel:
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Netzwerkschnitte

o Nettofluss iiber die Knoten eines Schnittes:

FHS) = F(S):=) f(v)—Ff(v)

veS

@ Nettofluss iiber die Kanten des Schnittes:

F(S, T)-F(T.S):= > fle)— > f(e)

ee(S,T)

ee(T,S)

In unserem Beispiel:
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Netzwerkschnitte

o Nettofluss iiber die Knoten eines Schnittes: In unserem Beispiel:
FHS) = F(S):=) f(v)—Ff(v) b om0 € !
ves % !
€ 60/300 : 50/50
o Nettofluss iiber die Kanten des Schnittes: 10/60,
S @ ® d : ot
40/100 50/501
£(S, T)—F(T,S) := - Y f(e) \ / ¥ /200
e€(T,S) <—— o :
a 0/100 C 1
X

Georg Mix, Jan Jakob (Universitit Heidelberg) Netzwerk- und Flussprobleme 30. Mai 2021



Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Eigenschaften von s-t-Schnitten

o Gesamtfluss ist gleich dem Nettofluss iiber die Knoten/Kanten eines Schnitts

Wr=fH(S)—f(S)=1f(S,T)—f(T,S)
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Eigenschaften von s-t-Schnitten

o Gesamtfluss ist gleich dem Nettofluss iiber die Knoten/Kanten eines Schnitts

Wr=fT(S)—f(S)=f(S,T) - f(T,S)

Beweis:

Wr = (t) = FT(t) = fT(s) — F(s) (Einfluss = Ausfluss)
= Z fr(v)—f(v) (Erhaltungssatz)
vesS
= > fle)+ >, fleg= > fle)— > fle)
ee(S,T) e€(S,S) e€(S,S) ee(T,S)

=f(S,T)-1f(T,S)
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Eigenschaften von s-t-Schnitten

o Gesamtfluss ist gleich dem Nettofluss tiber die Knoten/Kanten eines Schnitts
Wr = f+(5) - fﬁ(s) = f(sa T) - f(T,S)
o Nettofluss liber die Knoten/Kanten eines Schnitts ist kleiner als die Kapazitit des Schnitts

fH(S)—f(S)=f(S5,T)—f(T,S) <c(S,T)
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Eigenschaften von s-t-Schnitten

o Gesamtfluss ist gleich dem Nettofluss tiber die Knoten/Kanten eines Schnitts
Wr=fH(S)—f(S)=1f(S,T)—f(T,S)
@ Nettofluss liber die Knoten/Kanten eines Schnitts ist kleiner als die Kapazitit des Schnitts
fH(S)—f(S)=f(S, T)—f(T,S)<c(S,T)
—_— ——

<c(S,7) >0
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Eigenschaften von s-t-Schnitten

o Gesamtfluss ist gleich dem Nettofluss tiber die Knoten/Kanten eines Schnitts
Wr=fH(S)—f(S)=1f(S,T)—f(T,S)
o Nettofluss liber die Knoten/Kanten eines Schnitts ist kleiner als die Kapazitit des Schnitts
fH(S)—f(S)=f(S5,T)—f(T,S) <c(S,T)

@ Beschranktheit des Flusses

max(Wr) < min(c(S, T))
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Eigenschaften von s-t-Schnitten

o Gesamtfluss ist gleich dem Nettofluss tiber die Knoten/Kanten eines Schnitts
Wr=fH(S)—f(S)=1f(S,T)—f(T,S)
o Nettofluss iiber die Knoten/Kanten eines Schnitts ist kleiner als die Kapazitdt des Schnitts
fH(S)—f(S)=f(S5,T)—f(T,S) <c(S,T)

@ Beschranktheit des Flusses

max(Wr) < min(c(S, T))

Sei f ein zulassiger s-t-Fluss und (S, T) ein s-t-Schnitt, mit

Wr = C(S7 T)

Dann ist f ein maximaler s-t-Fluss und (S, T) ein minimaler s-t-Schnitt.
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Eigenschaften von s-t-Schnitten
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max(Wr) < min(c(S, T))

Sei f ein zulassiger s-t-Fluss und (S, T) ein s-t-Schnitt, mit

Wr = C(S7 T)

Dann ist f ein maximaler s-t-Fluss und (S, T) ein minimaler s-t-Schnitt.
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Ist der Fluss maximal?

b 60/500 €
@ [

\
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60/300 50/50
10/60
W
S @ ® d o t
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Residualnetzwerk

Definition - Residualnetzwerk

Fiir einen s-t-Fluss f im Netzwerk N = (G, c, s, t) definieren wir das Residualnetzwerk N¢ := ( Gy, ct, s, t)
mit Residualgraph Gr = (V, Ef, o/, w’) und Residualkapazitit c : Er — Rx¢ wie folgt:

@ Fiir alle e € E mit f(e) < c(e) existiert +-e € Ef mit
o/ (+e) = afe), w'(+e) = w(e) und cr(+e) = c(e) — f(e)

@ Fiir alle e € E mit f(e) > 0 existiert —e € E mit
a/(_e) = w(e), wl(_e) = a(e) und Cf(—e) = f(e)
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Residualnetzwerk

Definition - Residualnetzwerk

Fiir einen s-t-Fluss f im Netzwerk N = (G, c, s, t) definieren wir das Residualnetzwerk N¢ := ( Gy, ct, s, t)
mit Residualgraph Gr = (V, Ef, o/, w’) und Residualkapazitit cr : Er — R>q wie folgt:
o Fiir alle e € E mit f(e) < c(e) existiert +e € Ef mit
o' (+e) = afe), w'(+e) = w(e) und cr(+e) = c(e) — f(e)
@ Fiir alle e € E mit f(e) > 0 existiert —e € E mit
o/(—e) = w(e), w'(—e) = ae) und cr(—e) = f(e)

Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 60/500 ©

o————>0.
60/300 50/50
10/60
b d

S @ L ot
40/100 50/50
40/40 50/200
¢
a ©9/w0
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Residualnetzwerk

Definition - Residualnetzwerk

Fiir einen s-t-Fluss f im Netzwerk N =
mit Residualgraph G =
@ Fiir alle e € E mit f(e) < c(e) existiert +e € Ef mit
o/ (+e) = afe), w'(+e) =

@ Fiir alle e € E mit f(e) > 0 existiert —e € E mit
o/(—e) = w(e), w'(—e) = ae) und cr(—e) = f(e)

w(e) und cr(+e) = c(e) —

(G, c, s, t) definieren wir das Residualnetzwerk N¢ := ( Gy, cf, s, t)
(V, Er,o’,w") und Residualkapazitit cr :

f(e)

Er — R>o wie folgt:

Flussnetzwerk
b 60/500 ©

o————>0.
60/300 50/50
10/60
b d

S @ L ot
40/100 50/50
40/40 50/200
—>¢
a ©9/w0
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Augmenting Path Theorem

augmentierender /flussvergréBernder Weg: Ein s-t-Weg P im Residualnetzwerk G

Residualkapazitdt des Weges P:
AP = min ¢¢(r)
repP
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Augmenting Path Theorem

augmentierender /flussvergréBernder Weg: Ein s-t-Weg P im Residualnetzwerk G

Residualkapazitdt des Weges P:
AP = min ¢¢(r)
repP

Augmenting Path Theorem

Sei f ein zul3ssiger s-t-Fluss in G. Dann gilt:

f ist ein maximaler Fluss < es existiert kein augmentierender Weg in G¢

Georg Mix, Jan Jakob (Universitit Heidelberg)
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Beweis Augmenting Path Theorem (1)

f ist ein maximaler Fluss < es existiert kein augmentierender Weg in Gy

“=" Klar, wenn ein augmentierender Weg existiert kann f nicht maximal sein
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Beweis Augmenting Path Theorem (1)

f ist ein maximaler Fluss < es existiert kein augmentierender Weg in Gy

“=" Klar, wenn ein augmentierender Weg existiert kann f nicht maximal sein

"<" ldee: Wir geben einen s-t-Schnitt (S, T) an mit Wr = ¢(S, T)
S={v e V: esexistiert ein s-v-Weg in Gr}, T=V\S

Wr=¢(S5,T) < Z f(e) — Z f(e) = Z c(e)

ee(S,T) ee(T,S) ee(S,T)
Es geniigt zu zeigen, dass:

f(e) = c(e) Vee (S, T) (1)
fle)=0 Ve € (T,S) (2)
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Bestimmung maximaler Fliisse - Theoretische Betrachtungen

Beweis Augmenting Path Theorem (2)

f ist ein maximaler Fluss < es existiert kein augmentierender Weg in G¢

Beweis durch Widerspruch:
(1) Sei f(e) < c(e) fir ein e € (S, T). Dann waére +e € Gr mit o/(+€) € S und
w'(+e) e T.
Widerspruch zu w’(+e) ist nicht von s erreichbar.
(2) Sei f(e) > 0 fiir ein e € (T,S). Dann wire —e € Gr mit o/(—e) € Sund '(—e) € T.
Widerspruch zu w’(—r) ist nicht von s erreichbar.
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Algorithmus von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, o, w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s, t € V,s # t
Output: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk Gr

3: while 3 ein augmentierender Weg P in Gr do > Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4: fle)+ AP V+eecP > Flussnetzwerk aktualisieren
5: fle)—AP V—ecP

6: aktualisiere G > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1 f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3: while 3 ein augmentierender Weg P in Gf do > Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP > Flussnetzwerk aktualisieren
5: fle)—AP V—-ecP
6: aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 500 €
o—————>0,
300 50
60
S @ ® d ot
100 50
40 200
*——— ¢
a 100 c
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Bestimmung

maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson

Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

. Bestimme das Residualnetzwerk G

. while 3 ein augmentierender Weg P in G do

fle)—AP V—ecP

aktualisiere Gf

1
2
3
4 fle)+ AP V+eecP
5
6
7

> Initialisierung des Flusses

> Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem

> Flussnetzwerk aktualisieren

> Bestimmung des neuen Residualnetzwerks

: end while
Flussnetzwerk
b 0/500 S
o———>0,
0/300
S @ ® d
0/100 0/50
0/40 0/200
[} L J
P 0/100

Georg Mix, Jan Jakob (Universitit Heidelberg)

Netzwerk- und Flussprobleme

Residualnetzwerk

30. Mai 2021

24 /36



Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1 f(e)=0 VeecE > Initialisierung des Flusses
2 Bestimme das Residualnetzwerk Gr.
3. while 3 ein augmentierender Weg P in Gr do > Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+eeP
5 fle)—AP V—-ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6 aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 0/500 € b 500 €
o——— 0. o———>¢
0/300 300 50
60
S @ ® d S @ ® d et
0/100 0/80 100 50
0/40 0/200 40 200
P ——————>@ O ———— @
a w0 ¢ a W ¢
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeecE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk Gy
3 :,“,’}!“,e,ﬁ,ein,alig,nj?n,ti,efgn,d,er, Weg P in Ef}!‘{l - Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP
5 fle)—AP V—ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6 aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 0/500 € b 500 €
O ———— 0. o—————— @,
0/300 0/50 300 50
0/60 60
S @ ® d ot S ot

o o d
0/100 0/50 100 50
0/40 0/200 \ / 200
¢ [
a 100

3 0/100 c c
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3 whilgiﬂigipfygmﬁeptﬁigrﬁgéer Weg P in Gf do - Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 [f(J+AP V+ech
5 'f(e)—AP V—ec P‘\ > Flussnetzwerk aktualisieren
6 aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 0/500 b 500 €
[} o—— ¢
0/300 300 50
60
S @ S @ ® d ot
40/100 40/50 100 50
40/40 40/200 40 200
—® P —————— @
a o/ ¢ a 100 [
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1 f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3: while 3 ein augmentierender Weg P in Gf do > Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP
5 fe)—AP V—ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6 1aktualisiere G| > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while

Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 0/500 € b 500 €

O ——— 0. o————— @,

0/300 0/50 300

0/60

S e ® d ot
0/100 40/50
40/40 / 40/200 40
——®

44
3 0/100 c
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeecE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk Gy
3 :,“,’}!“,e,ﬁ,ein,alig,nj?n,ti,efgn,d,er, Weg P in Ef}!‘{l - Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP
5 fle)—AP V—ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6 aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 0/500 € b 500 €
O ———— 0. o————— @,
0/300 0/50 300
0/60
S @ ® d ot S @
40/100 40/50
40/40 40/200 a0
@’
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3 whilgiﬂigipfygmﬁeptﬁigrﬁgéer Weg P in Gf do - Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 [f(J+AP V+ech
5 'f(e)—AP V—ec P‘\ > Flussnetzwerk aktualisieren
6 aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 10/500 € b 500 €
o———>@. o——— >
10/300 0/50 300
10/60
S @ e d ot S @
40/100 50/50
40/40 50,200 a0
L J { )
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1 f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3: while 3 ein augmentierender Weg P in Gf do > Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP
5: fe)—AP V—ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6: aktualisiere Gr| > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 10/500 € b 490 S
o————e. o e
10/300 0/50 190 o w0
10
10/60 50
10
S e ® d ot S ® d ot
40/100 50/50 60 159
40/40 50/200 40 % 50 i
— @’ @ @
a 0/100 C a 100 C
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeecE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk Gr
3 :,“,’}!“,e,ﬁ,ein,alig,nj?n,ti,efgn,d,er, Weg P in Ef}!‘{l - Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP
5 fle)—AP V—ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6 aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7. end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 10/500 € b 490 S
o ——— 0. @ @,
10/300 0/50 190 1o .
10
10/60 50
10
S @ ® d ot S @ d ot
40/100 50/50 0 152
40/40 50,200 40 “ 50 o
{ J @
a 0/100 C a 100 C
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

60/300

40/40

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson

Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3 whilgiﬂigipfygmﬁeptﬁigrﬁgéer Weg P in Gf do - Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 [f(J+AP V+ech
5 'f(e)—AP V—-ec P‘\ > Flussnetzwerk aktualisieren
6: aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 60/500 € b 490 €
50/50 100 10
10
10/60 % 50
® d ot S @ d
40/100 50/50 60 )‘&
50,200 40 50
a0
[ J { ) '@ @
a 0/100 C a 100 C
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Georg Mix, Jan Jakob (Unive

t Heidelberg) Netzwerk- und Flussprobleme



Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1 f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3: while 3 ein augmentierender Weg P in Gf do > Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP
5 fe)—AP V—ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6: aktualisiere Gr| > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 60/500 € b 440 e
o————e. o e
60,300 50/50 240 60 50
10
10/60 % 50
S e ® d ot S @ ® d et
40/100 50/50 0 52
40/40 50/200 40 “o 50 i
—>® '@ @
a 0/100 C a 100 c
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeecE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk Gy
3 :,“,’}!“,e,ﬁ,ein,alig,nj?n,ti,efgn,d,er, Weg P in Ef}!‘{l - Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP
5 fle)—AP V—ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6 aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 60/s00 € b 440 S
o————e o e
60,300 50/50 240 60 50
10
10/60 % 50
S @ ® d ot S @ d et
40/100 50/50 60 159
40/40 50,200 40 “o 50 o
—® @'
a 0/100 C a 100 c
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3 whilgiﬂigipfygmﬁeptﬁigrﬁgéer Weg P in Gf do - Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 [f(J+AP V+ech
5 'f(e)—AP V—ec P‘\ > Flussnetzwerk aktualisieren
6 aktualisiere G¢ > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while

Flussnetzwerk Residualnetzwerk

b 110/500 € b
240

110/300 50/50

50/60

Q\

440
60
10
50
40

50
50
S @ ® d ® t S @ d e t
0/100 50/50 60 159
40/40 90/200 40 50
*——— @ (]

a 40/100 C a 100
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1 f(e)=0 VeeE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3: while 3 ein augmentierender Weg P in Gf do > Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP
5 fe)—AP V—ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6: aktualisiere Gr| > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 110/s00 € b 400 [
o————e. o e
110/300 50/50 200 100 50
60
50/60 ‘oo
S e ® d ot S @ ® d et
0/100 50/50 100 119
40/40 90,200 40 50 00
< e —®
a 40/100 C a 60 c
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Anwendung von Ford und Fulkerson

Algorithm 1 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E, a,w), Kapazitdtsfunktion ¢ : E — R>q, s,t € V,s # t
Qutput: ein maximaler s-t-Fluss

1. f(e)=0 VeecE > Initialisierung des Flusses
2: Bestimme das Residualnetzwerk G¢
3: while 3 ein augmentierender Weg in G do > Abbruchbedingung: Augmenting Path Theorem
4 fle)+ AP V+e€eP
5 f(e)—AP V—ecP > Flussnetzwerk aktualisieren
6 777§k7t£1§|jsiere Gr > Bestimmung des neuen Residualnetzwerks
7: .end while
Flussnetzwerk Residualnetzwerk
b 110/500 € b 400 e
——— e o e
110/300 50/50 200 100 50
60
50/60 o
S e ® d ot S @ ® d t
0/100 50/50 100 2
40/40 90,200 40 50 s
¢ ————@ o ————— @
a 40/100 C a 60 c
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Korrektheitsanalyse

Wenn der Ford-Fulkerson Algorithmus terminiert, ist der maximale s-t-Fluss gefunden.
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Bestimmung maximaler Fliisse - Algorithmen

Laufzeitanalyse

Algorithm 18 Algorithmus von Ford und Fulkerson
Input: gerichteter Graph G = (V, E)
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Anwendungen von Flussnetzwerken

Anwendungen von Flussnetzwerken
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Anwendungen von Flussnetzwerken

Anwendungen

Flussnetzwerke haben ein sehr breites Anwendungsgebiet! Versuch einer Klassifizierung:

@ Offensichtliche Problemstellungen, die sich mit Flussnetzwerken modellieren lassen
o Umformung bzw. Riickfiihrung von Problemen auf Flussnetzwerke

@ Dienen der Lésung anderer Problemstellungen der kombinatorischen Optimierung

Die Schwierigkeit in der Praxis liegt in der geeigneten Modellierung des Problems und / oder der
Riickfiihrung des Problems auf ein Flussnetzwerk!
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Anwendungen von Flussnetzwerken

Offensichtliche Anwendungen

Infrastruktur, Versorgungsnetze

Waserfluss in Rohrnetzwerken ohne Speicher
Stromtransport in Elektrizitatsnetzen

Versendung von Datenpaketen in Firmennetzwerken
Olpipelines

@ Transportprobleme

o Airline scheduling

Netzwerkanalyse

Die Schwierigkeit in der Praxis liegt in der geeigneten Modellierung des Problems. Nicht alle
Transportprobleme lassen sich mit Flussnetzwerken 16sen! :(
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Anwendungen von Flussnetzwerken

Limitationen der Modellierung

@ Es kann nur eine Quelle und eine Senke modelliert werden.
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Anwendungen von Flussnetzwerken
Limitationen der Modellierung

@ Es kann nur eine Quelle und eine Senke modelliert werden.

@ Modelle bei denen jede Leitung in beide Richtungen, jedoch nur in eine Richtung gleichzeitig
flieBen kann, kann modelliert werden mit

c(v,w) = c(w,v) v,weV

f(viw) - f(w,v)=0

Die zweite Bedingung kann beim bestimmen des Flussnetzwerkes ignoriert werden, nach dem der
maximale Fluss bestimmt ist, kann dieser angepasst werden, um f(v,w) - f(w, v) = 0 zu erfiillen.

f(v,w) = f(v,w) — min(f(v,w), f(w,v))
f(w,v) = f(w,v) —min(f(v,w), f(w,v))
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Anwendungen von Flussnetzwerken
Max-Flow-Min-Cut-Theorem

MaxFlow-MinCut-Satz

Der maximale Fluss in einem Netzwerk ist gleich der Kapazitdt des minimalen Schnitts:

max Wr = min(c(S, T))

Beweis:

“<" entspricht der Beschranktheit des Flusses.

Wir kdnnen nun analog zum Augmented Path Theorem einen s-t-Schnitt (S, T) fiir den maximalen
Fluss f angeben.

Wie bereits bewiesen gilt fiir diesen Schnitt Wr = ¢(S, T)
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Bemerkung zum Max-Flow-Min-Cut-Theorem

o Dualitdtsaussage zwischen Max-Flow und Min-Cut

@ Beweis auch méoglich mittels Dualitdtsaussagen aus der linearen Optimierung (starker
Dualititssatz)
o Formulierung des Max-Flow-Problems als lineare Optimierungsaufgabe unter Nebenbedingungen und
des Min-Cut-Problems als duales Problem dazu
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Bemerkung zum Max-Flow-Min-Cut-Theorem

o Dualitdtsaussage zwischen Max-Flow und Min-Cut

@ Beweis auch méoglich mittels Dualitdtsaussagen aus der linearen Optimierung (starker

Dualititssatz)
o Formulierung des Max-Flow-Problems als lineare Optimierungsaufgabe unter Nebenbedingungen und

des Min-Cut-Problems als duales Problem dazu

o starker Dualitatssatz: Besitzen das primale Problem eine optimale Lésung, so besitzt auch das duale
Problem eine optimale Lésung und die beiden Lésungen stimmen iiberein.
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